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TEOREMA DI HUYGENS-STEINER

» || momento d’inerzia I, di un corpo rispetto ad un asse o € uguale al momento
d'inerzia I rispetto ad un asse baricentrico o parallelo a «, pit la massa m del corpo
moltiplicata per la distanza al quadrato d? fra i due assi:

Io = o, +md?

» La legge di variazione dei prodotti d'inerzia al variare del polo O & espressa da

I}?k; = I, C —maxp T, hFk]|,

essendo ¥ = (G — O).
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ASTA OMOGENEA

Consideriamo un’asta omogenea AB, di massa m e lunghezza L.

La densita di massa p = T e costante.

» Calcoliamo |la matrice d'inerzia dell'asta AB rispetto al
riferimento cartesiano ortogonale Oxyz indicato in Figura 1.

z /
A P

Figura 1: asta omogenea
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Calcoliamo i momenti d’inerzia dell’asta AB rispetto agli assi Oy,

Oz, Ox:

Ioo =0

mL>

L
13321112/ ﬂZJQdy:Ta
0

Inoltre 19 = [13 = Is3 = 0.

La matrice d'inerzia Ip dell’asta omogenea AB ¢&

‘mgL? 0o
mL?
Io=10 0 0 :leag[l, 0, 1}.
00 e
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» Sia G2'y'Z’ il riferimento cartesiano baricentrale ortogonale di

Figura 1.
Per applicazione del Teorema di Huygens e della legge di variazione

dei prodotti d'inerzia, la matrice d'inerzia baricentrale 15 dell’asta

omogenea AB ¢

m L2
55 0 0 ;
mL ,
Ic=]10 0 O :—dlag[l, 0, 1}
12
0 0 m
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Esercizio 1. Determinare il momento d’inerzia dell’asta
omogenea AB, di massa m e lunghezza L, rispetto ad una retta
r, passante per 'estremo A ed inclinata di un angolo « rispetto
all’asta AB (Figura 1).

Risoluzione.

| metodo: Sia £ € |0, L] la distanza del punto P corrente sull’asta

dall'estremo A. La distanza dall’asse risulta & sina. Quindi il

momento d’'inerzia richiesto e

mL? .,
sin” o |.
3

L

L
I, = /0 E(f Sinoz)2 dé =
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|l metodo: Nel riferimento Oxyz considerato, supponendo che la

retta r appartenga al piano Oyz, il versore 7 della retta r e

r =cosa ]+ sina k. Poiché

si ha

" m L2
3
Io7r = 0
0
2
mlL~* .
1, = sin? o

0
0
0

I, =1pr-r
0 0
0 COS (v
2 .
m?)L | [sina]

- ed essendo

mL>2
. 3

SIN o
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Esercizio 2. Determinare il momento d’inerzia dell’asta
omogenea AB, di massa m e lunghezza L, rispetto ad una retta
s, passante per il baricentro G dell’asta ed inclinata di un angolo

« rispetto ad AB. (Figura 1).

2

2
I, = 2L sin? o

12

Esercitazioni di Meccanica Razionale - a.a. 2002/2003 - Matrici d’inerzia - ©2003 M.G. Naso — p.&



ASTA NON OMOGENEA

Consideriamo un’asta non omogenea AB, di lunghezza L e densita
di massa p(P) =k AP, P ¢ AB, k > 0, (densita lineare).
» Calcoliamo |la matrice d'inerzia dell'asta AB rispetto al

riferimento cartesiano ortogonale Oxyz di Figura 2.

< /

A A=
O=A -
xr $/

Figura 2: asta non omogenea
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kL?

L
La massa m dell'asta AB e data da m = / kydy = 5
0

Quindi k = 2L—T;L
Calcoliamo i momenti d’inerzia dell’asta AB rispetto agli assi Ov,

Oz, Ox:
L 2
mL
Ioo =0, I33 =111 :/ ky y'dy=——.
0 ~~ 2
=p(y)
Inoltre 119 = I13 = 193 = 0.
La matrice d'inerzia Ip dell’asta non omogenea AB ¢&
mL?

lo =~ diag [1, 0. 1} .
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Esercizio 3. Determinare la matrice d’inerzia dell’asta AB, non
omogenea, di lunghezza L e densita di massa p(P) = k AP,

P e AB, k > 0, rispetto al riferimento cartesiano baricentrale
ortogonale Gx'y'2" di Figura 2.

Risoluzione. IS =0, I = I = I$ = 0. Calcoliamo I§; e I§. Si
osservi che I = IS,

| metodo: Per applicazione della definizione di momento d’inerzia, si

ha
L 2 2
2 L
I?%:Iﬁ:/ ky(gL—y) dy:m—.
0

18
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|l metodo: Per applicazione del Teorema di Huygens

2
I?%:I?%—myé:%.
La matrice d'inerzia baricentrale I dell’asta non omogenea AB
risulta
I, = m1_18;2 diag [1, 0, 1} . O
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RETTANGOLO OMOGENEO

Consideriamo una lamina rettangolare omogenea OABC, di massa
m e lati OA = a, AB = b.
La densita di massa p = s e costante.
a
» Calcoliamo la matrice d'inerzia della lamina OABC rispetto al

riferimento cartesiano ortogonale Oxyz di Figura 3.

A 2 A2
C B
P
____________________ \
; >
G i y'
O I
>
/ A Y
:,U/

Figura 3: rettangolo omogeneo
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Poiché il corpo rigido & piano, |'asse Oz, ortogonale al piano Oyz su
cui giace la lamina OABC, ¢ tale che | I11 = Io9 + 133, con

Iop # I33, €| 113 =112 =0|
Calcoliamo infatti i momenti d’inerzia della lamina OABC rispetto
agli assi Oy, Oz, Ox:

b2
Igg-//pz dzdy—/pz adz—mT
ma?
133—//py dzdy—/ Py bdy—T

(a2—|—62)
Z// (2* +y?) dzdy = 5 = Ioo + I33,
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mentre i prodotti d’inerzia —115, —113, —I23 della lamina OABC

sono determinati da

Ii1o =113=0

a b
b
123:—/ / pyzdzdy:—ma :
0 JO 4

Risulta i
m(a2+b2)

3

Iop = 0
0

-

mb?
3
m ab
4

N.B. L'asse Ox e principale d'inerzia.
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Esercizio 4. Determinare la matrice d’inerzia della lamina

rettangolare omogenea OABC, di massa m e lati OA = a,
AB = b, rispetto al riferimento cartesiano ortogonale baricentrale
Gz'y'Z' di Figura 3.

Risoluzione. Per applicazione del Teorema di Huygens, si trova

2 2 2
G 10 5o mb®  mb~  mb
Iy =1 —mzg=—F———— =

3 4 12
9 9 9
o o 5  Mma ma ma
Iy =L —mye ==~~~ =43
2 | 1.9
G ¢ o m(a®+0b%)
I = 155 + 133 = 5 ,
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»E possibile verificare che ogni asse normale ad un piano di
simmetria materiale € principale d’inerzia.

» | piani coordinati sono piani di simmetria materiale e quindi

If’; = Il% = 12% = (. Poiché ogni asse normale ad un piano di
simmetria materiale e principale d'inerzia, il riferimento baricentrale
Gz'y'Z' & principale d'inerzia.

La matrice d'inerzia I baricentrale della lamina OABC' &

_m(a2+b2)
_ 0 0
. 2 b2
lo=| o om0 | =dag[M) e ag] O
ma2
0 0 =

Esercitazioni di Meccanica Razionale - a.a. 2002/2003 - Matrici d’inerzia - ©2003 M.G. Naso — p.17



» Se la lamina omogenea OABC & quadrata (a =b= L), si ha
Io = 2L diag [2, 1, 1]
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ANELLO OMOGENEO

Consideriamo un anello omogeneo, di massa m e raggio R.

La densita di massa p = —— € costante.
2T R

» Calcoliamo |la matrice d'inerzia dell’anello rispetto al riferimento

cartesiano ortogonale baricentrale Oxyz indicato in Figura 4.

Figura 4: anello omogeneo
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Sia P un punto dell'anello. Poniamo yTOP := 0 ¢ 0, 27]. Si trova
21
I :/ pR*Rdf = mR*.
0

Poiché il corpo rigido € piano, |'asse Ox, ortogonale al piano Oyz su

cui giace l'anello, & principale d'inerzia e | 111 = Ioo + I33 |, e per

. . mR?
simmetria I99 = I33. Pertanto [o9 = I33 = T

» | piani coordinati sono piani di simmetria materiale e quindi

I1o = I13 = Is3 = 0. Poiché ogni asse normale ad un piano di
simmetria materiale € principale d'inerzia, il riferimento baricentrale

Oxyz & principale d'inerzia.
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La matrice d'inerzia baricentrale Iy dell’anello e

mR? 0 0

Io=| 0 =™ 0 |=mRdiag [1, z, %}
00 mE
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ARCO DI CIRCONFERENZA OMOGENEO

Consideriamo un arco di circonferenza AB, di massa m, raggio R e

A~ . m
apertura AOB = «. La densita di massa p = —— & costante.

aR
» Calcoliamo |la matrice d'inerzia dell'arco AB rispetto al

riferimento cartesiano ortogonale Oxyz di Figura 5.

A =

Figura 5: arco di circonferenza omogeneo
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Sia P un punto dell’arco. Poniamo AOP := 0 € 0, r]. Si trova
I :/ pR*Rdf = mR* .
0
N.B. I{; € indipendente da «a.

I33 = / pR2 cos® 0 R d#
0

2 4oy

:mR2 /O‘1+60829d9:mR2 204—|—sin204.
@ Jo

Poiché il corpo rigido € piano, |'asse Ox, ortogonale al piano Oyz su
cui giace |'arco di circonferenza, € principale d'inerzia e
111 = Io9 + I33|, con 199 7é I33. Risulta quindi

200 — sin 2«
Aoy
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Iy = Iy — I33 = mR?




» |noltre I1o =113 =0¢e

mR? sin? o

2 Q

Io3 = —/ ,OR2 sinf cosd Rdf = —
0

La matrice d'inerzia I dell’arco di circonferenza &

mR2 0 0 |
200 — sin 2« mR? sin? o
Io=1| 0 R? —
0 m 1o 2«
0 B mR? sin? a 2 200 + sin 2«
} 2 Q 4o

» Se o = 27 allora ritroviamo gli stessi risultati trovati per I'anello

omogeneo.
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DISCO OMOGENEO

Consideriamo un disco omogeneo, di massa m, raggio R.
m

T R?
» Calcoliamo |la matrice d'inerzia del disco rispetto al riferimento

e costante.

La densita di massa p =

cartesiano ortogonale baricentrale Oxyz di Figura 6.

Figura 6: disco omogeneo
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Sia P un punto del disco. Poniamo y+5P =0 € [0,27] e
[P —O|:=r¢€l0,R]. Sitrova

27 R R 2

R
111:/ / pr2rdrd9:/ pr227rrdr:m—.
o Jo 0 2

Poiché il corpo rigido € piano, |'asse Ox, ortogonale al piano Oyz su

con

cui giace il disco, & principale d'inerzia e | I11 = Ioo + I33

1 R?
Ioo = I33. Risulta quindi o9 = I33 = 5[11 = mT

Esercitazioni di Meccanica Razionale - a.a. 2002/2003 - Matrici d’inerzia - (©2003 M.G. Naso — p.26



» | piani coordinati sono piani di simmetria materiale e quindi
iy = I3 = I3 = 0.
La matrice d'inerzia baricentrale Ip del disco &

w o
mR?
Io=| 0 =mE = — diag [2, 1, 1}
00 mE
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SETTORE CIRCOLARE OMOGENEO

Consideriamo un settore circolare omogeneo AOB, di massa m,

raggio R ed apertura AOB =« .
2m

o R?
» Calcoliamo la matrice d'inerzia del settore circolare omogeneo

La densita di massa p = e costante.

rispetto al riferimento cartesiano ortogonale Oxyz di Figura 7.

A =

Figura 7: settore circolare omogeneo
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Sia P un punto del settore circolare omogeneo. Poniamo
yTOP:=0¢€[0,a]l e |P—O|:=r €0,R]. Sitrova

a R R 2
R
]11:/ / prQTdrcw:/ ,OTQTOédT:m—.
0 0 0 2

N.B. I1; € indipendente da «a.

Poiché il corpo rigido € piano, |'asse Ox, ortogonale al piano Oyz su
cui giace il settore circolare, € principale d’'inerzia e
111 = Iy9 + I35, con Iy 7& I33. Si ha

o R 2 .
R* 2 2
133=/ / pr? Cos2(9rd'rd0:m8 @ 7 sin S
0 0

8%

mR? 2o — sin 2«

8 Q

Iog = I11 — I33 =
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» |l piano coordinato Oyz & un piano di simmetria materiale e

quindi 1192 = I13 = 0. Inoltre

mR? sin? o

4 Q

o R
]232—/ / pr2 sin@ cos@rdrdf = —
0o Jo

La matrice d'inerzia I del settore circolare omogeneo ¢

_ 5 _
Ip = 0 mR? 2a—sin 2a __ mR? sin’a
8 o 4 o
0 o mR?2 sin? « mR?2 2a+sin 2«
u 4 o 8 o _
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TRIANGOLO ISOSCELE OMOGENEO

A
Consideriamo un triangolo isoscele omogeneo AOB, di massa m,

_ __ 2
base AB = a ed altezza OH = h. La densita di massa p = A

ah
costante.

» Calcoliamo la matrice d'inerzia del triangolo isoscele omogeneo
rispetto al riferimento cartesiano ortogonale Oxyz di Figura 8.

z

O

Figura 8: triangolo isoscele omogeneo
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In Oxyz: A (—9 h,O), B (%,h,()),

27
2h 2h
rn:Yy———, € Mmiy=—
a
Si trova
hy 2 h h2
]11— //2 degjdy:—m ay3dy:m_
y Clh 0 h 2
2h
5n Y om M1 o ma?
Iy = 2™ ‘dedy ="+ | = —=3y’dy=—-
22 //fmy ah J, 3an37 YT o4
2h
mh?  ma?
I33 =111 + Iog = —— +

2 24
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Poiché il corpo rigido & piano, |'asse Oz, ortogonale al piano Oxy su

cui giace la lamina triangolare, & principale d'inerzia e 13 = Is3 = 0.

2m [ 2V
ah 0 _a

Quindi il riferimento Oxyz € principale d'inerzia e si ha

Inoltre

B mh? ma? ma? mh?
Io_dlag[ > 0 24 24 T
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FEsercizio 5. Calcolare il momento d’inerzia della lamina omogenea, a forma di

A _ __
triangolo isoscele AOB, di massa m, base AB = a ed altezza OH = h, rispetto
all’asse AB (Figura 8.

_ mh?
Tan = 2]

Esercizio 6. Calcolare la matrice d’inerzia della lamina omogenea, a forma di

A _ N
triangolo isoscele AOB, di massa m, base AB = a ed altezza OH = h, rispetto al

sistema baricentrale Gz'y’z’ (Figura 8).

. K mh? ma>? ma? mh?
[IG _dlag[ i8> 24 24 T s

Esercizio 7. Determinare le grandezze richieste negli Esercizi 5-6, nel caso in cui la
A _
lamina omogenea AOB, di massa m e lato AB = L, sia a forma di triangolo

equilatero.

_ mL? . — A m L2 m L2 mL?
[IAB =5 i1lc _d1ag[ 24 0 24 0 12
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A
FEsercizio 8. Consideriamo un triangolo rettangolo AOB, di massa m, cateti
OA = a, OB =b. Introdotti il riferimento cartesiano ortogonale Oxyz ed il

riferimento cartesiano baricentrale ortogonale Gz’y’z’ (Figura 9), si calcolino
(a) la matrice d’inerzia baricentrale Ig;

(b) la matrice d’inerzia Io.

Figura 9: triangolo rettangolo omogeneo
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A
Risoluzione. (a) Il baricentro G, intersezione delle tre mediane del triangolo AOB,
divide ogni mediana in due parti, una doppia dell’altra. Nel riferimento baricentrale
Gz'y'z' (Figura 9), A (0, —% b, % a), B (0, % b, —% a), e la retta AB ha equazione
=0,y = % — gz’. Quindi

2a b b _/
3 (3 4% 2m ma?
IQGQ = = dy dz’ = —
_a J_b ab 18
3
2 L - - -
Analogamente I% = %. Essendo la lamina triangolare piana, si ha IlGl = IQG2 + I%.
Inoltre
2a b b _/
3 [37a% 2m mab
12%:— — ' dy d = —
_a J_b ab 36
3 3
Quindi
2,12 _
m(a18—|—b ) 0 0
2
_ ma mab
le = 0 18 36 | °
0 mab mb?
| 36 18 -

ed il riferimento Gz’y’2’ non ¢& inerziale.
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Io =1+ m

" m(a®+b2)

(b) Nel riferimento Ozyz, si ha (G — O) = %j’—l— 5 k. Risulta

0 0
ma? __mab
6 12
__mab mb>
12 6

FEsercizio 9. Determinare le matrici d’inerzia, come richieste nell’Esercizio 8, nel

A
caso di una lamina omogenea AOB, di massa m, a forma di triangolo rettangolo

isoscele (cateti OA = OB = L).

B " m L2 T mL?2
L o 0 L 0
_ mL?2 mL? mL?2 mL?2
le=1 0 18 56| lo=1| 0 6 T 12
0 mL> mL> 0 _ mL> mL>
| n 36 18 4 = 12 6 -
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FIGURE COMPOSTE

FEsercizio 10. Si consideri la lamina quadrata omogenea ABCD,
di massa m, (Figura 10), con foro quadrato EFHI (EF =1,
AB =L, 1 < L). Si chiede di calcolare

(a) la matrice d’inerzia Ip della lamina rispetto agli assi del

riferimento cartesiano ortogonale Oxyz (Figura 10).

(b) il momento d’inerzia I, della lamina rispetto all’asse r

passante per i punti A e B.

D C

A B

Figura 10: lamina omogenea
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Risoluzione.

(a) Poiché il corpo rigido € piano, I'asse Ox, ortogonale al piano

Owyz su cui giace la lamina, € principale d'inerzia e | 111 = [9o + I33

con IQQ = 133 = %111.

| piani coordinati sono piani di simmetria materiale e quindi
I1o = 113 = Ip3 = 0.

Il riferimento Oxyz € baricentrale e principale d’inerzia.

» La densita di massa (costante) & data da p = 75"5.

. ——2 2 ——2 2
Siano m; = p EF~ = L?’—ip emo=pAB = LmQ—le
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» | momenti d’'inerzia della lamina quadrata ABC'D (N.B. senza il

foro), di massa mq e lato L, rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono

TI’LQLQ mL4
lyg = 19 12(L2 — (2 I33 = Ig
mL*
Iy =215 = 6(L2 — (2)°

» | momenti d'inerzia del quadrato EFHI (N.B. il materiale

rimosso), di massa my e lato [, rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono

I = = I =1
ml*
IID1 — ZIQDQ — 6(L2 - l2) .
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Quindi i momenti d'inerzia della lamina quadrata ABC'D forata,

rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono rispettivamente

m(L? + [2
122 — 122 — IQDQ — ( 12 ) 133 — 122
m(L? + [?
6
m(L? + [?)

La matrice d'inerzia richiesta e I =

——diag 2, 1, 1]
(b) Per applicazione del Teorema di Huygens si ha
L?  m(4L? + 1?)

I, =1 — = .
22+m4 19
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FEsercizio 11. Si consideri la lamina quadrata omogenea ABC'D
(Figura 11), con foro quadrato EFHI (massa m, EF =1,

AB =L, 1 < L). Si chiede di calcolare la matrice d’inerzia I
della lamina rispetto agli assi del riferimento cartesiano

ortogonale Ozyz (Figura 11).

A B

Figura 11: lamina omogenea
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Risoluzione.

Poiché il corpo rigido € piano, |'asse Ox, ortogonale al piano Oyz su

cui giace la lamina, & principale d'inerzia e | 111 = I29 + I33 |, con

1
Ioo = I33 = 5 I11.
| piani coordinati sono piani di simmetria materiale e quindi
Lo = I13 = 123 = 0.

Il riferimento Oxyz € baricentrale e principale d’inerzia.

La densita di massa (costante) ¢ data da p = 57.

. ——2 2 ——2 2
Siano m; = p EF~ = L?’—ip emo=pAB = LmQ—le
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» | momenti d’'inerzia della lamina quadrata ABCD (N.B. senza il
foro), di massa mq e lato L, rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono

rispettivamente

m2L2 mL4
Iy = =5 = 12(12 — (2) I33 = Lo
mL*
Iy =215 = 6(L2 —(2)
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» | momenti d’'inerzia del quadrato EFHI (N.B. il materiale
rimosso), di massa my e lato [, rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono

rispettivamente

—2
I<> — 2 mH?FOH — M — ml4 I<> — I<>
22 6 12 12(L2 —(2) T T
mil?
Ifl — 2152 — 6(L2 . 12) .
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» Quindi i momenti d'inerzia della lamina quadrata ABC'D forata,

rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono rispettivamente

m(L? + [2

1222122—152: (12 ) 1332122
m(L? + 2

L =1, — I, = (6 )

| a matrice d'inerzia richiesta e

m(L? +1?) .
Ip = (12 )dlag [27 1, 1}.

N.B. Nel caso in cui il foro sia ruotato di 45° (Figura 11) rispetto a
quello della lamina di Figura 10, otteniamo la stessa matrice

d'inerzia Ip. []
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FEsercizio 12. Si consideri la lamina quadrata omogenea ABC' D
(Figura 12), di massa m e lato AB = L, con foro circolare, di
centro O e raggio R < L. Si chiede di calcolare la matrice
d’inerzia Ip della lamina rispetto agli assi del riferimento

cartesiano ortogonale Oxyz (Figura 12).

z

A B

Figura 12: lamina omogenea
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Risoluzione.
Poiché il corpo rigido € piano, |'asse Ox, ortogonale al piano Oyz su

cui giace la lamina, & principale d'inerzia e | 111 = I29 + I33 |, con

Iy = I3 = 5 I11.

| piani coordinati sono piani di simmetria materiale e quindi
iy = I3 = I3 =0.

Il riferimento Oxyz € baricentrale e principale d’inerzia.

La densita di massa (costante) ¢ data da p = 75"

_ 2 m 1 R? _
Siano my = pTR* = I2_=R2 emg—pAB L2——7TR2
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» | momenti d’'inerzia della lamina quadrata ABCD (N.B. senza il
foro), di massa mq e lato L, rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono

rispettivamente

mo L? mL*
22 12 12(L2 — 7 R?) 33 T 22
m L4
f=2tn = g Ry
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» | momenti d'inerzia del disco (N.B. il materiale rimosso), di
massa mi, di centro O e raggio R, rispetto agli assi Oy, Oz e Ox

sono rispettivamente

mq R? m R
IO R — IO :IO
22 A A(L2 — 7R?) 33 22
5 5 m R4
h=20n =5y
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» Quindi i momenti d'inerzia della lamina quadrata ABC'D forata,

rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono rispettivamente

m
12(L? — 7R?)
m
6(L? — TR?) (

Ioo = Iy — IS, = (L* = 37RY) I35 = Iy

| a matrice d'inerzia richiesta e

m
12(L? — mR?)

I = (L'~ 37R') diag |2, 1, 1]. O
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FEsercizio 13. Si consideri la lamina quadrata omogenea OABC
(Figura 13), di massa m e lato AB = L, con foro a settore
circolare, di centro O e raggio L. Si chiede di calcolare il
baricentro G e la matrice d’inerzia Ip della lamina rispetto agli

assi del riferimento cartesiano ortogonale Oxyz (Figura 12).

- 4

C

@,

i

Figura 13: lamina omogenea
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Risoluzione.
Siano (G1 e GGy i baricentri, rispettivamente, del settore circolare

AOC e del quadrato OABC.
Nel riferimento Oxyz, il baricentro Go del quadrato OABC' ha

coordinate Go ((), %, %) Essendo poi OG1 = %L% Sin 7 = 43% L,
si ha G (O, %, %) Il baricentro G appartiene al piano Oyz su cui
giace la lamina, quindi xg = 0. Per simmetria zg = yq.

La densita di massa (costante) € data da p = %.
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Per applicazione della proprieta distributiva dei baricentri, si trova

. m2Yag, — 1M1 Yag, L 2L
Yo = — -
m 3(4 —m)

2L 2L
Pertanto G (O, A 3(4_W)>.

Poiché il corpo rigido & piano, |'asse Ox, ortogonale al piano Oyz su

cui giace la lamina, € principale d'inerzia e | 111 = Io9 + I33 |, con

Iyo = I35 = %111. Inoltre 19 = I13 = 0.
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» | momenti d’'inerzia della lamina quadrata OABC (N.B. senza il
foro), di massa my e lato L, rispetto agli assi Oy, Oz e Ox sono

rispettivamente

2 8ml?
I, = =msyl? =
R R T g
1 Am L2
133 = lgg = 5111 — 3(4 — W)
j - m2L2 B mL2
2874 4—g
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» | momenti d'inerzia del settore circolare (N.B. il materiale
rimosso), di massa m1, di centro O e raggio R, rispetto agli assi

Oy, Oz e Ox sono rispettivamente

74 _ mq L? B m L2
=92 " 24—-n

4 4 mq L? m L2
I33 = I3 = A :4(4_7T)
7 m L?

287 94 —m)’

N.B. I35 pud essere calcolato anche come

me L2 T L4 m L2

1 1
I<I = — © = — — _— = .
BT T4 16 4(4—m)
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| a matrice d'inerzia richiesta e

16—37 0 0

6
mL?
o=Io-1y=7——| 0o gz 1| 0O
1 16—37
y 2 12
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