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ESPRESSIONE DELLA VELOCITA

IN COORDINATE POLARI E CILINDRICHE
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» Coordinate cartesiane ortogonali: P = P(x,y).
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» Coordinate polari: P = P(p,#), dove
p raggio vettore, & anomalia.
Il moto di P & descritto da p = p(t), 6 = O(t).
> p = p(0#) equazione polare della traiettoria di P.

Sia O il polo di riferimento del sistema, 7= vers(P — O) e

(P—=0)=pr
d 7 4o di
1 _—P— — o7 r e
Up=g(P=0)=pltp o =pi+p o o5
_0
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Rispetto ad un riferimento cartesiano ortogonale Oz x5

con origine in O e asse 1 = asse polare, risulta

¥ =cosfi1; +sinf .

- o L. - dr
Posto h = —sinf 1] + cosf 1y, si ha h = 7k
> 1 versore radiale, h versore trasversale.
Da - v =1, derivando rispetto a 6, si ha 0 -r = 0.
- dr
= h=— 1T
_ do
Si ha
Up = pr + 0
N~ —~—
velocita radiale  velocita trasversale
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Caso particolare: Sia p = |P — O] = R.
» la traiettoria descritta da P € una circonferenza.

» il punto materiale P ha un grado di liberta:

Ya
t q:=10 dove 0 = 0(t),
A\ P oppure
9 \° q:= s dove | s = RO(t) |,
>
0, R . T
ascissa curvilinea
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Siano

n=—cosfr—sinf7

—

t=—sinf7v+ cosb 7.

Risulta

(P — 0) = —Rii(t)
vp = ROL(t).

()

Inoltre si ha @p = RO(t) + RO —— . Per determinare

| metodo: :9(—60597—sin0§):9ﬁ;

Il metodo: di(t) = di(t) d_@ =
dt do dt

Quindi risulta | @p = RO(t) + RO? 7 |.

.

M.

» Terna intrinseca: (£,7,b :=1t x ).
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» Nello spazio
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» Coordinate cartesiane ortogonali: P = P(x,y, z)

—
— o —

(P—0)=xi+yj+zk, OP)=&Tl+y]+4k|

» Coordinate cilindriche: P = P(p, 0, z),

P’ := proiezione ortogonale di P sul piano Ozy

(P—0)|=(P—=P)4+ (P -0)=pF+zk
d7

—)P :0—) . 'E

U(P)|=pr+p— + 4
o — .d,'? .—, o —) S 7 .—’
:pr—kp@@—i—zk:p’r—kpﬁh—kzk.
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Esercizio 1. Nel riferimento cartesiano Oxixox3, si consideri un
punto materiale P che si muove con velocita costante u lungo

una retta r

appartenente al piano Oxz2,

passante per l'origine O del riferimento stesso,

uniformemente rotante attorno all’asse x3, con velocita

angolare & = w3, w € RT.

Si supponga che inizialmente il punto materiale P abbia

coordinate (xq,0,0) rispetto al sistema di riferimento Oxx2x3.
Si chiede di

® calcolare la velocita e ’accelerazione di P;

¢ determinare l’equazione della traiettoria descritta da P

durante 1l suo moto.
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Risoluzione.

)
Y2

O Py 1 L1
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Siano Oxixoxs3: riferimento fisso,
Oy1y2y3:  riferimento mobile (solidale con r).
Sia xf@yf = 0.
Inizialmente (i.e. per t =0) si ha aijyf — 0, e quindi, da

Ww=wi3=~0113, risulta |0 = wt|

Si osservi che (P —O) =y1 71 = (zg +ut) (coswtiy + sinwtis).
» Calcoliamo ¥(P).
» | metodo: Poiché ¢(P) = %(P — 0), si ha

)
)T
to = — [(xg + ut)sinwt] = u sinwt + w coswt (xg + ut) .

\ dit

(2o + ut)coswt] =u coswt — w sinwt (zg + ut)
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» || metodo: Per il teorema di composizione delle velocita:
Uq(P) = U, (P) 4+ v, (P), dove

Ua(P) :m.l 71 + j72 727

—

u (coswt 1] + sinwty)

=0 X (P—0)=wi3 X y1 11

— w sinwt (xg +ut) 1] + w coswt (xg +ut) iz,

uguagliando componente a componente, si ottiene

)
] = u coswt —w sinwt (xg + ut)

| T2 = usinwt +w coswt (xg +ut) .
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» Determiniamo in coordinate polari (p,0) la traiettoria descritta

da P durante il suo moto.
Siano p=y1 =29+ ut e =wt. Periversori r e I si trovano le

seguenti relazioni:

71 = coswti] + sinwt 1y

,'?‘

=
I

Jo = —sinwt 1] + coswt s .

Cy u , : . :
Poiché p =y = x9g+ut =29+ — 0, l'equazione della traiettoria
W
N~~~

=
descritta da P durante il moto e

p=qapb+ xg spirale di Archimede.
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» Determiniamo a(P).

» | metodo: Si calcoli @(P) = j—;(P —0).

» || metodo: Per applicazione del teorema di composizione delle

accelerazioni

dove
d,(P) =0 poiché @,(P) & costante,
ar(P) = —w*(P —0) = —w?p¥

Qe

) =20 X Up(P) = 2w X u Ji =2wuh
N~

=7

v
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si ottiene |'espressione della accelerazione assoluta di P
> in coordinate polari: @(P) = —w? pF+ 2wuh,
» in coordinate cartesiane:
do(P) = —w? pF+ 2wuh
= [—w2 (ut + xg) coswt — 2w u sin wt] 71

—

+ [—w2 (ut 4 xg) sin wt + 2w u cos wt] 9 .
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FEsercizio 2. Nel riferimento cartesiano ortogonale Oxyz, si
calcoli la velocita di un punto materiale P, mobile su una
circonferenza, di centro C' e raggio R, uniformemente rotante,
con velocita angolare w, nel piano Oxy attorno ad un suo punto
fisso coincidente con l'origine O del riferimento. Si supponga che

inizialmente C' abbia coordinate (R, 0,0).
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Risoluzione.

&l
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Per ipotesi & = w3, w € RT. Indichiamo con ++OC =9,
ACP = ©, dove A & il punto sulla circonferenza diametralmente
opposto ad O. In particolare, si ha 6 = wt.

Calcoliamo la velocita di P nel riferimento Oxyz mediante
(a) il metodo cartesiano;

(b) il teorema di composizione delle velocita.

(a) Si osservi che (P —0) = (P —C)+ (C — 0O), quindi si ha

2

rp = R cosf + R cos(0 + )
yp = R sinf 4+ R sin( + ¢) .

\
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La velocita di P, ¥(P) = 2p 7+ yp 7, ha componenti

’

ip=—ROsinh — R(0 + ¢)sin(6 + o)
Jp = RO cos 0 + R(0 + ¢) cos(0 + ¢)

4
tp = —Rw sinwt — R(w + ¢) sin(wt + ¢)
yp = Rw coswt + R(w + ¢) cos(wt + )

\

’

\

da cui

vV(P)=dp +9p = [ + (w+ @)° + 2w(w + ¢) cos | R*.
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(b) Si consideri Uv(P) := ¥,(P)= v,(P) + v, (P), dove

v, (P) =Rt

7. (P) =3 x (P—0)=0P0h=2wR COS%E.
Pertanto

vg = [0-(P) 4+ (P)] - [0,:(P) + ¥,(P)]
=v; (P) + vZ(P) + 2v,(P) v-(P) cos (7,(P), o-(P))

|6

=R%*p? + 4w*R? cos? g + dwR?$ cos?

= [w? + (¢ +w)® + 2w(p + w) cos | R*.
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Esercizio 3. Nel riferimento cartesiano Oxyz, si calcoli la
velocita e "accelerazione di un punto materiale P mobile su una
semicirconferenza, di centro C' e raggio R. Gli estremi A e B del
diametro orizzontale della semicirconferenza sono vincolati a
scorrere con velocita 4 costante lungo la guida orizzontale x. Si
supponga che inizialmente A coincida con l'origine O del

riferimento.

Risoluzione.
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Sianoza=£(€R, 27 CP=0¢ 0, 7.

Per ipotesi si ha v(A) = 4 = u7, u € R. Pertanto, risulta

Calcoliamo la velocita e I'accelerazione di P nel riferimento Oxyz

mediante
(a) il metodo cartesiano;

(b) il teorema di composizione delle velocita ed il teorema di

composizione delle accelerazioni.
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(a) Si osservi che (P —O) = (P —C) + (C — O). Quindi si ha

)
; rp=¢&+ R+ Rcos =ut+ R+ R cosb
\ yp = R sinf .
Poiché
, d oL
d2
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si ha

r :
X a':p:ufRHsinH = v*(P) =u*+ R?0* —2Ru sinh 0,
\ yp = RO cosb,
e

( ip:—R(é sin 6 + 62 COSH)

<\ gjp:R(é cos f — 62 SinH)
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(b) Sia Az'y/Z" il riferimento cartesiano scelto solidale con la
semicirconferenza con x = z’. Si consideri ¥(P) = v,.(P) + v (P),

dove

Pertanto si ha

dove t = —sin@7+ cosf 7.
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Inoltre

=R%0% + u® + 2Ru 6 cos (t_; 77)
)

:COS(0—|—

N[

—R%0% 1+ 4?2 —2Rusinb .
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Per applicazione del teorema di composizione delle accelerazioni

io(P) = ar(P) + d-(P) + dc(P),
dove
I-Y . :
a.(P)=§t+=—71 = ROt+ RO,
P
I

s=R0
a.(P) =0, essendo U (P) =,
2 & x0.(P)=0,
—~

=0

risulta a(P) = a,(P).
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Esercizio 4. Si calcoli la velocita e 'accelerazione di un punto
materiale P mobile su una guida rettilinea r, inclinata di un
angolo o costante rispetto alla verticale y ed in rotazione

uniforme attorno a tale asse con velocita angolare .

O T

>

pl =TTt >

&l
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Risoluzione. Sia (P — O) = s, s € R. Applicando il teorema di

composizione delle velocita ¥(P) = v,.(P) 4+ v, (P), dove

v (P)=35u, e U (P)=&x(P—P)=wssinat,

si ha v2(P) = 52 + w? s? sin” a.
Per applicazione del teorema di composizione delle accelerazioni,

essendo
a,(P) =3,
i, (P)=—w*(P - P =w’ssinaf,
d.(P) =2 x ,(P) = 2w § sin a1,

si ha @(P) =54+ w?ssinaii+ 2ws sinat.
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FEsercizio 5 (Moto epicicloidale). Si consideri il moto di un disco,
di centro O’ e raggio r, che rotola senza strisciare su un profilo
circolare v di centro O e raggio R. Il disco ed il profilo circolare
giacciono su uno stesso piano a. Scelto su a un riferimento
cartesiano fisso Ozxy, si studi il moto di un punto P del disco nel

caso in cui, rispetto ad Oxy,
(a) ~ sia fisso;

(b) ~ sia mobile.
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Risoluzione.

(a)
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Siano yTOH =6 : angolo geometrico

y~O'P = ¢ : angolo di rotazione propria del disco,
dove H ¢ il punto di contatto tra disco e profilo circolare.

N.B. 6 e ¢ sono tra loro dipendenti: il disco ha un solo grado di
liberta.

Infatti si osservi che:
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* || centro O’ del disco, pensato come punto della semiretta
uscente da O e passante per O’, si muove di moto circolare
uniforme, descrivendo la traiettoria circolare, di centro O e
raggio OO’ = R + r. Pertanto si ha

270/ — (R—I—T)@F (1)
* Ma
?70/ :77H_|—(3D X (O/—H)

Il disco rotola senza strisciare su v =

H = C centro di istantanea rotazione del disco = vy = 0

—_ —

= Vo =0p X (0 —H)=—pkx (-ri)=rot. (2
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Confrontando (1) con (2) si ha

r

(R+r)0=r¢p = 0= R

Q.

Supponendo che inizialmente #(0) = 0 e ©(0) = 0, risulta
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(b)

o+
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Siano yTOH =6 : angolo geometrico
y_/O\’P = ¢ : angolo di rotazione propria del disco

+TOA =1 : angolo di rotazione propria di v,
dove H ¢ il punto di contatto tra disco e profilo circolare ed A € un

punto scelto su .
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N.B. 6, © e 1 sono tra loro dipendenti: il disco ha due gradi di

liberta. Infatti si osservi che:

® Analogamente al caso precedente, si ha
Vo = (R + 7“)95 (3)

® Se O & pensato come punto del disco si ha
Vor = Uy + dp x (O — H'), dove H' € disco.
Il disco rotola senza strisciare su v = Uy = U, dove

H" = H’, ma H" € Y. Poiché Y e 1n rotazione attorno all'asse
Oz, si ha

77H” :(,37 X (H” — O) — ¢k X (—Rﬁ): —th_)
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Pertanto
Jor = =Rt — ¢k x (—rit) = (ro— RY)E
4
(R+7r)0=(r¢—Ra).

Supponendo che inizialmente #(0) = 0, ¢(0) = 0, ¥(0) =0,

risulta

_ro—RY
R+r |
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N.B.

» Nel caso (a) il centro di istantanea rotazione C' del disco coincide
con H punto di contatto tra disco e 7.

» Nel caso (b) C'# H.

Per applicazione del Teorema di Chasles, 7o/ ||t = C € retta OO’
Sia (C'—0) = —p.1n. Si ha

60f=\69/+ap><(0’—0):—¢12>< (0" —0)+(0—C)]

=0

—

:—gbkx[—(R+T_pc)]ﬁ:(R+T_pc>¢{° (4)
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Come gia calcolato, si ha
o =0 +@p x (0' = H') = Tn +p x (O — H')
=(r¢ — R)t.

Confrontando (4) con (5), si ha

()

(R—Fr—pc)gb:rgb—sz = ,OC—R<1+£> :
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TEOREMA DI CHASLES

Esercizio 6. Nel cinematismo descritto in figura il disco D (raggio R e centro O2)
rotola senza strisciare sulle circonferenze C1, C2 (raggio R e centri O1, O3) che
rotolano senza strisciare sulla retta fissa r. Detto C' il centro di istantanea rotazione

di D, determinare quale delle seguenti affermazioni & corretta.

y A
&
X
0, -
r
A | nessuna; B|zc =z0,; Clac =zp; D|yc =vo,-
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Risoluzione. Siano

S = c.i.r. di Cl — 17]{ :u_fcl X (H— S), 1 HS

T :=cir. diCo = vk ZL_JC2 X (K—T), 1 KT
dove H e K sono rispettivamente i punti di contatto tra C1 e D, e
CQ e D.

Per I'ipotesi di rotolamento senza strisciamento del disco D sulle

circonferenze Cq, Co, si ha

17H:27H/,H/ED

?7K:UK’7K/ED°

|| centro di istantanea rotazione ' = retta SH Nretta KT = |B |
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Esercizio 7. Nel cinematismo descritto in figura la circonferenza Co (raggio R e
centro O2) rotola senza strisciare sulla circonferenza fissa C; (raggio R e centro O1)
e sul bordo del disco D (raggio R), il cui centro Oz scorre su Oz. Detto C' il centro

di istantanea rotazione di D, determinare quale delle seguenti affermazioni e

corretta.

C D

Alyc =yk; B | nessuna,; Clxo = xk; D |yc = yo,.
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Risoluzione. Siano
H :=c.i.r. di C = Ug=we, X (K—H), 1 KH,

rss.in KtraDe(Cy, = U =g
dove H e K sono rispettivamente i punti di contatto tra C1 e Co, €

CQ e D.
Il centro di istantanea rotazione C' = retta HK Nretta Oy = | A |.
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Esercizio 8. Nel cinematismo descritto in figura il disco D (raggio R e centro O2)
rotola senza strisciare sulla circonferenza C; (raggio R) che ruota attorno al suo
centro O7 e sulla circonferenza Co (raggio R e centro O3) la quale rotola senza
strisciare sulla retta fissa r. Detto C' il centro di istantanea rotazione di D,

determinare quale delle seguenti affermazioni € corretta.

Yy

Alyec = ygk; B|rzc =70,; Clxc =xp; D | nessuna.
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Risoluzione. Siano 7 := c.i.r. di Cy
T := c.i.r. di Co.

rss.inHtraDe(C4, = Uyg=4g, HED

rss.inKtraDe(Cy, = Ux =10, K'€D.

Il centro di istantanea rotazione C = retta O10sNretta T K = |D |.
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Esercizio 9. Nel cinematismo descritto in figura il disco D (raggio R e centro O2)
rotola senza strisciare sulle circonferenze C1 (raggio R) il cui diametro AB scorre su
Oy e sulla circonferenza Co (raggio R e centro O3) la quale rotola senza strisciare
sulla retta fissa r. Detto C' il centro di istantanea rotazione di D, determinare quale

delle seguenti affermazioni e corretta.

y

Alzo =axg; B|yc =vo0,; Clxc = zk; D | nessuna.
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Risoluzione. Siano T := c.i.r. di Cs.

—

rss.inHtraDeCy, = Uyg=vyg, H €D

—

rss.in KtraDe(Cy, = U=, K €D.

Il centro di istantanea rotazione C = retta Hx Nretta TK = |C |
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