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Esercizio 1. Nel riferimento cartesiano ortogonale Oxyz si
consideri un sistema materiale (Figura 1) costituito da tre aste
omogenee OA, OB, OC, ciascuna di massa m e lunghezza L,
saldate in O in modo che AOB = AOC = BOC = 5. 1l sistema
e incernierato in O in modo tale che 'estremo C' si mantenga
sull’asse z, mentre gli estremi A e B appartengono al piano Oxy.
Il sistema materiale € posto in rotazione uniforme, con velocita

angolare w attorno all’asse z. Si chiede di determinare:
(a) Denergia cinetica T,
(b) il momento della quantita di moto Ko, rispetto al polo O,

del sistema materiale.
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Figura 1:
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Risoluzione.

» | metodo: Calcoliamo la matrice d'inerzia del corpo rigido
rispetto al riferimento Ox'y’z" (Figura 1). Poiché

Io(0OA) = mL? diag :0, 1 1}
Io(OB) = mL? diag :1, 0, 1:
Io(0C) = mL’ diag :1, 1, O: :
risulta
to = 22 diag [1, 1. 1]
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Sia @ = w(0,0,1). Si tratta di determinare |'energia cinetica 7" ed il
momento della quantita di moto [?0 di un corpo rigido con asse z
fisso. Pertanto si ha

1 1 = _
T:§Io(j-c§:§f303w2, KO:IOu_} :[303(,0]6.

L? o 2mL? -

Risulta 7' = m w? Ko = m w k.

3
» || metodo: Si calcoli

1 1
T =T(0A)+T(0B) +T(0C) = 3 IS (0A) w? + 5 IS (0OB) w?

2
:mL 2
3
. ImL?
Ko =Io(0A)& +Io(0OB) & = W; wik. O
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Esercizio 2. Si consideri un sistema materiale costituito da due
lamine rettangolari omogenee (Figura 2) OABC e ODEF

ciascuna di massa m e di dimensioni OA = OD = a,

AB = DFE = b, saldate lungo OD. Si supponga che tale sistema
materiale sia posto in rotazione uniforme attorno all’asse Ou,

con velocita angolare . Si chiede di determinare:
(a) Denergia cinetica T,
(b) il momento della quantita di moto Ko, rispetto al polo O,

del sistema materiale.
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Figura 2:
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Risoluzione. Calcoliamo la matrice d’inerzia del sistema materiale

rispetto al riferimento Ox'y’z" (Figura 2). Poiché

ma? 0 __mab
3 4
I0(OABC) = | o mesth
b 2
L 0 o
. b -
R 0
Io(ODEF) = | _mab  ma® 0 ,
0 0 m(a23—|—b2)

risulta Ip = IO(ODEF) + Ip (OABC).
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Sia W = w(0,1,0). Si tratta di determinare |'energia cinetica 7" ed il

momento della quantita di moto [?0 di un corpo rigido con asse Oy

fisso. Pertanto si ha

1 L 1 o5
T:§IOUJW 25122002
EO:Ioﬁ :Igwi’+12()2wj’.
1 /2ma? mb?
Risulta 7' = = — ) W%
Isulta 5 ( 3 — 3 )w
7 mab oy 2ma’ N mb? .
= ———— W1 — | w7.
O 1 3 3 J

N.B. Poiché |'asse Oy di rotazione non & principale d’inerzia, si ha

[?O;é[gwf.

[]
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A
FEsercizio 3. Si consideri una lamina triangolare omogenea AOB

(Figura 3), di massa m e cateti OA = OB = L, in rotazione
uniforme, con velocita angolare @ attorno ad una retta r che
forma un angolo di Z con il semiasse positivo y’ *. Si chiede di

determinare:
(a) Denergia cinetica T,
(b) il momento della quantita di moto Ko, rispetto al polo O,

(c) il momento assiale della quantita di moto K., rispetto

all’asse r,

del sistema materiale.
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Figura 3:
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Risoluzione. Calcoliamo la matrice d’inerzia del sistema materiale

rispetto al riferimento Ox'y’z" (Figura 3). Si trova

- ]
§)
Io =mL? | 0

1
12

o w~ O

V2

Sia W = w - (0,1,1). Si tratta di determinare |'energia cinetica T'

ed il momento della quantita di moto Ko di un corpo rigido in

rotazione uniforme attorno all’asse fisso 7.
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Si ha

1
T:§IOQQ7 2517«(,02
Ko=1p3|,

dove I, = Ipr - r. Essendo

o o=

IO r = mL2

o w— O

SN
(N
NG

1
si trova 1 = § mL? w?.
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- 2
Inoltre Kp =Ipw = % mL*w(—1,4,2).
Il momento assiale della quantita di moto K., rispetto all’asse r, &

uguale a

- 2 2 1
K, = Ko - 7| = 2—\/4_mL2w(—1,4,2)-§ (0,1,1) = 3 mL%.

[]
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FEsercizio 4. Nel piano Oyz si consideri il sistema materiale
(Figura 4) costituito da due aste omogenee OA e AB, ciascuna
di massa m e lunghezza L, incernierate in A. L’estremo O e
incernierato nell’origine del riferimento, mentre 1’estremo B ¢
vincolato a scorrere sull’asse y. Inoltre in B e saldato un punto

materiale di massa M. Si chiede di determinare:

(a) la quantita di moto 0,

(b) D’energia cinetica T,

(c) il momento della quantita di moto Ko, rispetto al polo O,

del sistema materiale.
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Figura 4:
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Risoluzione. 1l sistema ha un grado di liberta. Sia

g :=0=ytOAec [0,2n).

Sia G il baricentro del sistema materiale (due aste + punto) e siano
rispettivamente (G; e GGy i baricentri dell’'asta OA e dell’asta AB.

Dalla proprieta additiva del baricentro, si ha

Q= (2m+ M)Tg =mia, +mia, + Mg

Nel riferimento cartesiano ortogonale Oxyz, si hanno

G (O,% COSH,% Sinﬁ) = Ug, = (O,—% sin@é,% COSH@)
GQ(O,% cos@,%sin@) = 27(;2:(,—% sin@é,%cos@é’)

B (0,2L cos6,0) = Ug = ((), —2L sin@é’,()) :
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Quindi
Q— 2(m + M) L sin@éj’—FmLcosHéE.

Per |I'additivita del momento della quantita di moto, si ha

[?0 = [20(014) + Ko(AB) + [?O(B) :

Poiché il sistema materiale € piano, I'asse Oz, ortogonale al piano
Oyz su cui giace il sistema materiale, & principale d'inerzia e

[2'0 = Kop . Si trovano

mL>?

Ko(OA) =11 (0OA)woa = 0
Ko(B) =0 (essendo v || (B — 0O)).
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Inoltre

Ko(AB) =I%2 wap + [mUg, x (O —G2)] -7

mL? . , 2

19 0 +m (yGQ 2Gy — 2Gy yG2) — g mL*0.

Risulta Ko = mL207

L'energia cinetica del sistema materiale €

T = T(OA) + T(AB) + T(B)|.

Calcoliamo

1 1 .
T(0A) = 5 11(04) wHh A = - mL?6?
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| | |
T(AB) = 5 mu, + T' = o muf, + 5 I (AB) wip

:émLQ (146 sin?9) 6%,

mL>

L? :
con véz = (1+8 sin” 0) 0° e Ile (AB) = . Inoltre

1

Tp = §MU% = 2ML? sin® 6062,

L'energia cinetica del sistema &

T = [%—k(m—l—QM)sinzH 2. O
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Fsercizio 5. Nel piano Oyz si consideri (Figura 5) un disco

. / .
omogeneo Di, di massa m, centro O" e raggio r, che rotola senza
strisciare su un disco omogeneo Do, di massa M, centro O e

raggio R, che ruota attorno all’asse Ox. Si chiede di determinare:
(a) Denergia cinetica T,
(b) il momento della quantita di moto Ko, rispetto al polo O,

del sistema materiale.
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Figura 5:
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Risoluzione. Indichiamo con

§=2TOH
@ = angolo di rotazione propria del disco D;

1) = angolo di rotazione propria del disco Ds.

Per |'ipotesi di rotolamento senza strisciamento del disco D; sul
disco D-, si trova
0 — ro— Ry

R+

Il sistema materiale ha due gradi di liberta. Siano q; := @ e q2 := 7.

Si ha @pl — —gbfZ’e (31)2 :@M
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Si ha

Ko = Ko(D1) + Ko(D2)

dove
Ko(Dy) = Ko/(Dy) + miior x (O = O')
=19(D1) &Bp, + m(R+7)0t x (R+ )7
= [- - m(r e - R 7
Ko(Ds) =19(Ds) &p, = MQRQ b7,
Quindi
Ko = [—mr <R+gr> »+ R (mR+mr+¥) ¢] 8
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L'energia cinetica del sistema materiale e data da

T =T(Dy) +T(Dy)

dove
1 2 /
T(Dl) = §m Vo + T
1 2p2 , Lmr®
— _ 02 L - "
2m(R+T) —1—2 5 ¢
1 , 1 . ;
:Zmr2g02—|—§m(rga—R¢)2
1 MR? .
T(Dz)2518(92)w12>2= 0 2.
1|3 : M :
Quinch:5 §mr2gb22ergbw+<m—|—7>R2¢2]. ]
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FEsercizio 6. Nel piano Oxy si consideri (Figura 6) un disco
omogeneo D, di massa m, centro GG e raggio r, che rotola senza

strisciare sulla retta orizzontale x. Si calcoli I’energia cinetica T’
del disco.

Figura 6:
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Risoluzione. 1l disco ha un grado di liberta. Indichiamo con g := 6

I"'angolo di rotazione propria del disco D;.

Per I'ipotesi di rotolamento senza strisciamento del disco, si ha

ra=r0.

» | metodo: Per applicazione del Teorema di Konig, I'energia

cinetica del disco e

1
T:§m’l}é—|—T/
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» || metodo: Poiché C, punto di contatto tra disco e asse z, €
centro di istantanea rotazione del disco, si ha

1 2

: 3mr
T=—1I,0°=
9 ¢ 4

9’2

dove (per applicazione del Teorema di Huygens)

mr? o  omr

2
ICZ:IGZ+m@2:T+mT =5
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FEsercizio 7. Nel piano Oxy si consideri (Figura 7) un disco

omogeneo D, di massa m, centro GG e raggio R,

O

Vs

che rotola senza striscia-

re su una retta r che ruo-

e . ta (mantenendosi comun-
- ﬂ z’ que nel piano Oxy) attor-
no ad un suo punto fis-

so O, coincidente con 1’o-

v \" rigine del riferimento. Si
y v AN\ F calcoli ’energia cinetica T°
del disco.

=+

Figura 7:
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Risoluzione. |l disco ha due gradi di liberta. Indichiamo con

qp =0 = +TOrt e 0,27) e con g2 := ¢ € R I'angolo di rotazione
propria del disco D.

N.B. Come g5 puo essere scelto anche s = (H — O) - 7 € R. Infatti,
per |'ipotesi di rotolamento senza strisciamento del disco, si ha
s=Ro.

Per applicazione del Teorema di Konig, I'energia cinetica del disco e

1 1 1
T:§mvé—|—T':§mvé—|—§Igzw% :
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Calcolo di wp:

Per applicazione del teorema di composizione delle velocita angolari,
la velocita angolare wp del disco risulta

Wp =W, =W, + W
D =D
a ! W

assoluta, relativa e di trascinamento del disco.

u—}»D

dove w -, Wr

sono, rispettivamente, la velocita angolare

In questo caso

P =¢k, &P=0k.

Quindi, si ha
@D:(é+¢)é
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. 9
Calcolo di Ve

» | metodo: Dalla formula fondamentale della cinematica dei

sistemi rigidi, si ha
g =vg +wp X (G—H).

Per I'ipotesi di rotolamento senza strisciamento, vy = v, dove
H €De H" €r. Ma vg» = s0t. Quindi

o =s 0T+ (9+¢)E><(—R5):395+R<9+¢)F.
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» || metodo: Si ha

)
rxa = s cost + R sin6

\ Yo = s sinf — R cosf

e quindi
r . .
T = S cosl —ssinfd + R cosb o

Yo = $ sinf + s cosfO + Rsinbo.

\
Risulta v, = @2 4+ 92 = > + 5202 + R2 0% + 2R 5.

Poiché s = R ¢ e supponendo che ¢ = 0 per H = O, si trova
s = Ro.

Pertanto v2 = R? > + R? 0% 0% + R? 0% + 2R ¢ 0.
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mR?

Essendo poi I, = , I'energia cinetica del disco &

1 mR? (9+ ‘)2
2 9 14

T=om (B2 + R 0% + R0 4+ 212 p0) +

O — DN~

R [§¢2+3¢9+(§+¢2)92]. m
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Fsercizio 8. Nel piano Oxy, si consideri (Figura 8) un disco

o1mogeneo,

di massa m e raggio R,

O che rotola senza striscia-

\

‘ z  re alllinterno di un profi-

<® lo circolare v fisso, di cen-

& _

\\\ x/ .

B tro O e raggio R. Calco-
K lare ’energia cinetica del
T :

vy oLy disco.

Figura 8&:
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Risoluzione. |l disco ha un solo grado di liberta. Indichiamo con
g:=0=yTOC €[0,2n).
» | metodo: Per applicazione del Teorema di Konig, I'energia

cinetica del disco e

1 1 1
T:§mvé+T’:§mvé+§ G, wh |.
Calcolo di wp: Si ha
Vg =(R—r)0t. (1)

Inoltre, dalla formula fondamentale della cinematica dei sistemi
rigidi, si ha
U = Vo + Wp X (G—C).
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Per I'ipotesi di rotolamento senza strisciamento v = 0. Quindi

—_ —

g =wpkXrn=wprt. (2)

Uguagliando (1) con (2), si ha

(R—r0 =wpr = |wp= 0.

Pertanto |'energia cinetica del disco &
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» || metodo: Essendo C' il centro di istantanea rotazione del disco,

I'energia cinetica & data da

1 3 :
T:§ICZ/W%:Z7TL(R—T)2(92

dove I, = = mr-.
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N.B. Come parametro lagrangiano puo essere scelto anche ¢, angolo
di rotazione propria del disco. In questo caso: wWwp = gblZ. L'energia

cinetica del disco e data da

1 3 .
T = ilgz/w% = ZmTQQOQ.
Per I'ipotesi di rotolamento senza strisciamento
Ta=dpx (G=C)=¢pkxri=r¢t.
. Lo . R—r,
Essendo poi vg = (R — r)0t, si ritrova ¢ = —6.
r
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